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ZASTOSOWANIE ROWNANIA HILLA
DO BADANIA STANOW PRACY SILNIKA INDUKCYJNEGO

Feliks Mirkowski

Wydziat Inzynierii Produkcji, Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wkeggo w Warszawie

Streszczenie W pracy dokonano historycznego przelyl zagadnig zwiazanych z wykorzysta-
niem réwna stosowanych w mechanice nieba, ktére apdilsiy do analizy dziatania przetworni-
kéw elektromagnetycznych, ze szczegdinym uwdgleniem standw rezonansowych. Stany te
implikuja zaréwno zjawiska korzystne, jak i niekorzystne unlgu widzenia dziatania uktadu
napdowego. Wszystkie istotne odkrycia dokonane w dzred fizyki dotyczyly drgéa. Réwnanie
Hilla, stuzace do okrélenia stabilnéci ruchu Ksgzyca wykorzystuje si do badania drgaukia-
déw mechanicznych. W obu przypadkach mamy do cayaiz ruchami quasi-periodycznymi.

Stowa kluczowe:drgania, rezonans, uktad ralowy, silnik indukcyjny

WSTEP

Rownanie:
d?y
—-+(a—2gco2x)y =0,
e+ (a=20c02x)y
gdzie: a i g to liczby rzeczywiste [Magnus 1966finmazve rownania Mathieu, ku czci
francuskiego matematyka i astronoma. Réwnanie tprewadzit Mathieu w ,Memu-
arze o drgajcym ruchu membran eliptycznej formy”, rozawujac metod rozdziatu

zmiennych dwuwymiarowe réwnanie ruchu, zapisaneveodtrzdnych eliptycznych.

X, +3k X :bp,(p :1,2,...)
q=1

Pa“q

Okresowe (z okresemr® rozwiazania tego rownania nazywagie funkcjami Ma-
thieu. Systematyczne ich badanie rozpdrsic wraz z opublikowaniem przez E. Heine
monografii o funkcjach kulistych [Mc Kean i Trubawil975].

W 1877 roku ameryk@ski astronom i matematyk George Wiliam Hill (183814)
opublikowal memuar o e#ci ruchu ksgzycowego perygeum, ktéra jest funkdred-
nich ruchéw Staca i Kskzyca. W pracy tej, ktéra odegrata i role w historii mate-
matyki (w niej w szczegélrigi badano wélad za Fourierem ukfady nieskezonej licz-



ZASTOSOWANIE ROWNANIA HILLA... 133

by réwna liniowych z nieskdczom liczba niewiadomych i nieskiczone wyznaczniki)
oraz mechanice ciat niebieskich.

2
3 )2( +(@O +2Y 0, Ssin2vr + 23 @mcoszw)x =0
T vl
d?y
Ax)y=0
oo ANy

Jw na pocztku XIX wieku metoda ,wsp6tczynnikow nieoznaczonygholegap-
ca na tymgze o nieznanej funkcji zakltadagste jest rozwijalna w szereg:

scd,.  ax =b,(=12.)

gdzie: @, i ¢, 2 znanymi funkcjami [Hill's operator... 1976]. Otrzyieusk ja obliczapc
wspotczynnikic,. Procedura ta prowadzi do otrzymania ,uktadéwolmych z nieska-
czenie wieloma niewiadomymi”.

Fourier, napotykag taki uktad ,rozwiazuje” go jeszcze jak matematyk osiemna-
stowieczny: odrzuca wszystkie wyrazy ze waskkiemi lub j przekraczajcym n, roz-
wigzuje explicite otrzymany uktad skozony za pomagcwzoréw Cramera i ,przechodzi
do granicy”, przyjmuic, ze n — + oo W rozwiazaniu! Dopiero Hilbert wykazujeze
rozwiazanie réwnania catkowego [Marczenko i Ostrowskiy3p

)+ K (e yhlylay= £

jest rownowane uktadowi nieskiaczenie wielu rownéaliniowych. Hill otrzymuje réwnanie:

d*w B
ae + (90 +0,co22t + O, cosht + )w =0

©® — parametry znane [Goldberg 1979].

To uogoblnione réwnanie Mathieu nazwano réwnaniettaHROwnanie takiego ty-
pu, gdzieA(x) to funkcja parzysta z okresemrjest uogolnion postaci rownania Hilla.
W tym przypadku przy rozwkywaniu réwnania stosujemy metodlVhittakera. Zak-
tadajc pierwsze przyblenie nax w postaci:

x = é'sin(t —o) dlan=1,2,3,...
otrzymamy zalenosci
2un = OpSiNZs - O,L0SEH
Qo = n* — 1% + 0, SiNZ + ©,L£0SD

Eliminujac paramets, otrzymamy [Date and Tanaka]
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= —(G)o + n2)+ 4’0, +0?

2 2 2
G)n - G)ns +enc

Istnieja dwie r&ne wartdci 6. Oznaczamy je; i 6, i otrzymujemy rozwjzanie
0golne pierwszego przybénia:

X = ,€"'sin(nr — g1) + " 'sin(Nr — o)

Jezeli do uktadu liniowego doprowadzone jest wymuseeskresowe, to oscylacy-
jna odpowied ukitadu jest superpozycjdwoch sktadowych: skladowej nieustalonej i
sktadowej ustalonej. Pierwsza sktadowa odpowiadgamom swobodnym uktadu, a
druga drganiom wymuszonym wywolanym przez wymuszem@wrtrzne. Jeeli jest
zachowana liniowg uktadu, drgania wymuszoneg siytacznie okrélone przez ukiad i
wymuszenie zewgirzne i zupetnie nie zate od warunkéw pocgkowych.

W ukitadach nieliniowych sytuacja jest inna; w tymeypadku nie obowzuje
zasada superpozycji. W ukladzie nieliniowym, opratgar o czstotliwosci rownej
czestotliwosci wymuszenia zewgtrznego, mae pojawé sig wiele drga okresowych o
innych czstotliwosciach [Cmankesua 1970].

WARUNEK STABILNOSCI DRGAN OKRESOWYCH

Rownanie raniczkowe drugiego kgu, w ktérym funkcjadv/dr) ogolnie jest nieli-
niowa, a wyraz(r) przedstawia okresowe wymuszenie zetnane. Sktadowa ustalona
rozwigzania rownania jest harmoniezalbo podharmonicznwymuszenia, nawet zeli
w rozwiazaniu dominui wyzsze harmoniczne. Rozazianie v(r) rOwnania jest jed-
noznacznie oki#one przez warunki poakoweVv(0) i (dv/dr).=o

Cechy charakterystycznuktadéw nieliniowych jest toze w tym samym uktadzie
mog wyskepowa rézne rodzaje drgaokresowych, zalaie od warunkéw poatko-
wych. Warunek stabilrigi drgar okresowych jest nagiujacy:

Re-J+u)<0

gdzie 2 jest wyrazem statym szeregifr), au jest wykladnikiem charakterystycznym
rozwigzania. Jeeli p jest wielkacia urojors, to warunek ten upraszcza; sio o >0.
Jezeli u jest rzeczywiste, to warunek poprzedni jest rowaioy dwdém warunkom:
[Hochstadt 1965]:

o> 0 orazo® > ii*

Poincare, tworca jakoiowe] teorii rowna rézniczkowych, badat astronomiczny
problem ruchu trzech ciat. W swojej monografii ,Newnetody w mechanice nieba”
badat periodyczne rozazania réwna. Tym samym w obszar jakciowej teorii rOwna
rézniczkowych zostaty wiczone cate kierunki, ktére w tym czasie zostalywiokste w
astronomii teoretycznej (np. prace Hilla w zakrasierii ruchu Ks¢zyca i np. badania
Gastona Floqueta o liniowych réwnaniackim@ézkowych z periodycznymi wspétczyn-
nikami).
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Dla rozwinkcia aparatu starej teorii kwantowej, a w szczegdnteorii zaburze,
zrédta aparatu matematycznego mechaniki macierzaveepa przeledzic w badaniach
orbit planet i ich satelitéw. Iroailosu jestze mechanika macierzowa, ktGra pojawila si
na skutek kategorycznej odmowy Heisenbergg@mania pogcia orbity, musiata powré-
ci¢ do matematyki ruchu orbitalnego [Hochstadt 197B]réwnania macierzowego
[Hochstadt 1976]:

|H-21=0
HU =Uw,
Z:(Hmk _Wamk)Ukn = 0

O prawdzie tego stwierdzentaviadczy nazwa réwnania charakterystycznego. As-
tronomowie nazywaj rownanie tego typu sekularnymsagculum- pokoleniesaeculum
civile — okres 100-letni), poniewgpozwalato ono okigi¢ sekularne (dtugoperiodyczne)
zaburzenie orbit planet, czyli odchytki ekscentegw i pochylé od ich wartdci sred-
nich.

d’v dv
+ — | =
dr? f(v'drj et

Lagrange i Laplace badali rownanie sekularne sgéssépnia, poniewawowczas
znano tylko sz& planet. Systematyczne badanie nigsizonego uktadu réwmabyto
zapocatkowane publikagj Hilla: ,On the Part of the Motion of the Lunar Rgge which
is a Function of the Mean Motions of the Sun andoMo(Cambridge, Mass., Wilson,
1877; Acta Mathematica, 1886, 8, 1-36). Jedngteez procesem powstania mechaniki
macierzowej pogpowat proces, dla ktdrego punktem ¥gip byta nie mechanika gz
steczek, a problem istotyviatta. Byla to tajemnica. Hamilton zaproponowat agtyce
jako formalnej nauce takie sameakmo, moc i harmoni ktére Lagrange dat mechanice.
Przy pomocy swojej ,funkcji charakterystycznej” wetmdnit, ze ruch okrélonej masy w
polu sitowym podlega tym samym prawom, co rozprzesiianie sj promieniaswietl-
nego. Hamiltonowski formalizm zastosowany do medtiamyniknat z jego bada w
dziedzinie optyki. Z wariacyjnej zasady Hamiltotméofhstadt 1966]

ofLdt=0

tatwo otrzyma (dla statej energii) zasadhajmniejszego dziatania Pierre Louisa Moreau
de Maupertois, najstarszasadg dynamiki:

] 2Tdt=o[2m(E-U)]'*ds=0

Poréwnujc to réwnanie z zasadajmniejszego czasu Fermiegaaen u podstaw
geometrycznej optyki, a mianowicie:
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Jjﬂds=0
c

widzimy, ze wyrazenieC[2m(E — U)] ¥ gra w mechanice talsam role, co w optyce

szybka¢ fazowau = ¢/n, symbolicznie mamy [Hochstadt 1981]
C -1/ 2
u=— o C[ 2m(E—U)]
n

Ten stosunek mima nazwa ,optyczno-mechanicznanalogi Hamiltona”. Analo-
gig mozemy przedhay¢. Funkcja dziatania [Hearn 1973]

S=]Ldt

to
okresla ,powierzchng dziatania’S(x, y, z, t) = const, na ktorej

p=DS,i,%—tS:L—pv+—E

Dla ptaskiej fali monochromatycznej wektor falowy czestotliwos¢ w = 2ty zwia-
zane g z faz ¢ = - wt + kr rbwnaniem:

Y,
k=0 J—=-
@i 3t w

Dlatego powierzchnia statego dziatania uktadaystak rozprzestrzeniagsiak, jak po-
wierzchnia statej fazy w optyce, przy czym wektalofvy odpowiada impulsowi, a
czestotliwosé — energii castek.

Hill potrzebowat rozwiza réwnanie

d’w
dt?

+5w=0,gdzied = Y. _exp(jkt)
Poniewa catka r@niczkowanego rownania ma posta
w=3b, exp[j(n+c)t],
gdzie:b, i c stale, Hill otrzymat nieskizony uktad réwna[Lumpow i in 1983]

>3 b —(n-c)’b, =0,przyn=—o...+
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W pracy o podstawach teorii rowna@atkowych Hilbert rozpatrywat ograniczone
formy kwadratowe od nieskezonej liczby zmiennych, ok§iwszy je w nastpujacy
sposo6b: Forma kwadratowa
Z::aklxkxi

kJ=1

jest ograniczona, jeli istnieje taka liczba dodatn@, ze dla wypetnionego warunku:
2
T|x| =1
Dla dowolnego naboru zmiennygh x,,... otrzymujemy:

>a,%%|<C

k-1

dla dowolnego [Henon. 1969].

Jezeli podobne formy poddaortogonalnemu przeksztatceniu do osi gtéwnych, to
okazuje s, ze oprécz sumy cztondéw w kwadracie pojawiaj catki okrelone; czyli
posrdd wartdgci wkasnych istnigj wartasci dyskretne (dyskretne lub spectrum doktadne),
jak i wartdici ciagte (cagte spectrum).

Okazato s mozliwe pominicie granicznego Hilbertowskiego prggp od algebry
do analizy, ktore jest zazane ze skomplikowanymi procedurami badania zzimi.
Zgodnie z Helllingerem, dla podobnych uktadéw seswy biliniowa forme Hermite a:

Y H, XX
Co wyraa:

SW,y,v5 + W(g)y(g)y(¢)dg,

gdzie dyskretne liczby rzeczywisi¥, obrazuj doktadne spectrum wag wiasnych, a
funkcje rzeczywist&\(p) od chgtego parametry — ciagte spectrum. Rezultat ten jest
wazny i dla uktadéw nieograniczonych.

W teorii nieliniowych rezonanséw réwnanie Hilla pbtera posta [Henon and
Guyot 1970]:

2
d’x +(e0 +25 ercoser)x =0
d —

T 2 v=l

Qg 04, O,,...parametry ustalone.

Rozwigzanie niestabilne z zastosowaniem metody Whittakef@mianyparametru)

Zgodnie z teotd Floqueta rozwizanie szczegélne réwnania ma pésta

X= e*”¢(r)

Po podstawieniu otrzymujemy
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do
dr

d?p
dr?

+2U——+ (@0 0 +2Y @VCOSZI/T)¢= 0
v=l

Mozna przypé w pierwszym przybfieniu nasfpujaca post@ funkciji okresowej
¢(7) w n-tym obszarze niestabilnym:
dr)=sin(nr-d)dlan=123,..5

W bardziej ogélnym przypadku réwnanie przyjmie post

d®x
dr?

+ (eo +23.0,sin2vr +23 ewcogurjx =0
v=l

ktéra uwazamy za postauogolniora rownania Hilla [Baker i Gollub 1998]. Zaktadamy
pierwsze przybfienie nax w postaci:

X= cle*”sin(nr - Jl)+ cze"”sin(nr - 52)

Rownanie Hilla dla silnika indukcyjnego zostato mietnie sformutowane przez
Breretona, a jego roze#anie numeryczne przedstawiono w pracy de Kockatada
si¢ tam, ze silnik w stanie dynamicznym e by¢ opisany jedynym réwnaniem ruchu
wirnika, przy arbitralnie zalmnym wymuszeniu elektromagnetycznym. Rownanie to
moze by sprowadzone do réwnania Hilla parametrycznychrdsg&tnych z ttumieniem.

Silnik elektryczny jest generatorem widma drgaomentu obrotowego. Moment
indukcyjny silnika, wyraony w sposéb klasyczny, uwzgdhiajacy wszelkie harmonicz-
ne stojana i wirnika p, wynosi:

M=3M, ~ X3 sin ow +(t w-vey)F t-g,)

Réwnanie to daje wyobzanie o wieldéci wymuszé& harmonicznych, nie oddaje
jednak w petni stanéw przgjowych, o znacznie bogatszym spektrumgstatliwosci.
Dla symulacji widma drgaskretnych momentu, mana postay¢ si¢ szeregiem Fouriera
w formie wyraajacej pocatkowe fazy harmonicznych [Lahday i Lipszyc 1988d#z-
ny 1999]:

x(t)= A +3 Acodnw+g,)

Rozwamy réwnanie Hilla

d?x
dt’

+af[1- f{t)x=0,
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gdzief(t) jest okresow funkcja czasu. Przypidmy, ze na skutek dziatania przypadko-
wych zaburz#é pocatkowych uktad wykonuje drgania swobodne zstaicia wo. WoOw-
czas czynnik zewgtrzny zmieniagc parametr uktadu nie w pewnych warunkach do-
prowadzé okresowo energido drgagcego uktadu i w tym przypadku amplituda diga
bedzie stale wzrastez czasem — wyspi tak zwany rezonans parametryczny.

Aby energia doptywata do uktadu, musi wyEt odpowiednie dopasowanie estotli-
wosci zmian parametru do €gtasci wo. Przyjmiemy,ze funkcjaf(t) ma okresT = 2r/p
(ma posté prostokitna), przy czymu < 1 (« — gkbokas¢ modulacji — amplituda prosto-
kata). Przyjmujc taka posté@ funkcji f(t), mazemy uprdci¢ w spos6b zasadniczy obli-
czenia zachowygg jakasciowy charakter rozpatrywanego zjawiska. Wahadipolu z
periodycznie zmieniafa Sig sifa ciezkosci (np. Kskzyc) opisywane jest réwnaniem
Hilla [Brohszteh 1990]:

99 (gl +T) = wft).

dtz

Pomiary drgé zostaly opublikowane w pracy Mirkowskiego [2008[a krzywych
pojawiap sig zauwaalne szerokie piki, ktdrych patenie w przyblieniu odpowiada
rezonansowemu réwnaniu Hilla. Zamiarem autorajesiezienie wspoéteinych rezo-
nansowych konkretnego silnika indukcyjnego i uoggiie otrzymanych wynikow.
Réwnanie Hilla ma wiele zastosoiv#@np. odpowied glebokiej wody oceanicznej na
wymuszenie wielosinusoidalne, tak jak te sdbylo w przypadku huraganu ,Katrina”,
wprowadza do réwnania Kuramoto-Suzuki, traktelgo o cyklach granicznych w ukia-
dach z dyssypagjitd.). Zwykle prawidta kwantowania medyy¢ zamienione innymi
warunkami, w ktorych nie wspominamy o catych liczbaliczby catkowite pojawiaj
si¢ niejako automatycznie, jako liczbyemiéw drgajcej struny. Zwykla forma warun-
kow kwantowania zwizana jest z rownaniem Hamiltona-Jakobi.

Mirkowski [2005] dizyt do otrzymania przebiegéw drganiowych obragygh
drgania parametryczne, drganiagtke, rezonans podharmoniczny, traktugilnik jako
obiekt drga parametrycznych, przejawigjych sé niekiedy w formie rezonansu. Zjawi-
sko oscylacji cgsci ruchomej, prowadge do maliwosci powstania drg@a parame-
trycznych w strukturach elektro-magneto-mechanichngnalazty swéj wyraz w spek-
trach drga badanej maszyny [Mirkowski 2005].

Postugugc sie réwnaniem Hilla autor oczekuje, potwierdzenia waoit wspoétrzd-
nych pojawiania girezonanséw w ukfadzie nggowym pilarki elektrycznej. Wyniki tej
pracy pozwal na uogodlnienie metody wyznaczania parametrow @zedw nielinio-
wych w uktadach naglowych innego rodzaju. Rozagano rownanie Hilla dla funkciji
sinusoidalnejf(t): stata czasowd, = 0,1 S,wyo =2130 s' = 188,4 &. Rozwhzanie
dawato wspotrzdne rezonansowe.

llustrach rozwiazania rownania Hilla dla funkcji sinusoidalnej jegsunek 1. Ry-
sunek 2 obrazuje rezonanse nieliniowe.
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Rys. 1. llustracja rozwrzania réwnania Hilla dla funkcji sinusoidalnej
Fig. 1. lllustration of Hill's equation’s solutidior sinusoidal function

AN
Jg - N
Rys. 2. Rezonanse nieliniowe klatkowego silnika kujjnego
Fig. 2. Nonlinear resonances of cage inductive moto

Na przykiad czstes¢ drgar funkcji falowej dowolnego ukfadu w stanie o dobrze
okreslonej energii jest rwna tgg energii podzielonej przez wiekdfizyczrg zwary
stah Plancka. Dwaj obserwatorzy, ktorych zegarkinig sic w swoich wskazaniach o
sekund@ obserwuy bardzo podobne zachowanie uktadu, akli jeykonaja obserwagj
doktadnie w chwili, kiedy wskazowki ich zegarkéwkaaup potudnie, to zaobserwj
rézne fazy oscylacji. Ponieviach zegarki 8 nastawione nieco inaczej, w rzeczywisto-
$ci obserwug oni uktad w r@nych chwilach. Dlatego jeden z nich meoobserwowéa
maksimum, a drugi minimum fali. Rdica fazy jest rowna liczbie cykli (lub exi cy-
klu), jakie zachodz w ciagu jednej sekundy, czyli egtaici oscylacji w cyklach na se-
kuncg, a tym samym energii podzielonej przezstBrace zwjzane z teosi drgah map
zasadnicze znaczenie dla zrozumienia istoty prayrodazywionej i zywej — dotykag
istoty zycia.

W poréwnaniu z klasycazndynamilg analityczra, w mechanice macierzowej ogra-
niczono s¢ do rozpatrzenia wspokdnych libracyjnych, podczas gdy ,stara” teoria
kwantowa dawatla pierws#stwo wspotrzdnym latowym. Jeeli w ,starej” teorii kwan-
towej przy prébie uzyskania przeksztatcenia karmmégo, sprowadzajego zadanie do
ruchu periodycznego prototypem byt rotator (jedapst pedkos¢ katowa), to w me-
chanice macierzowej byt nim oscylator. Wéwczas wesgh ,nhiejawny” uznanoze
~wszystko drga”.
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Drgania podharmoniczne

Sq to drgania, ktorych estotliwos¢ podstawowa jest ezcia rowm 1h (v =
2,3,4,...) cgstotliwosci wymuszenia.
Rozpatrzmy réwnanie podstawowe [Osowski 1999]:

2
d f+25%+ f(z9)= Bcosvr
dr dr

gdzie:
20 — staty wspotczynnik ttumienia,
f(v) — czlon przedstawiagy nieliniowg sife restytucyjn.

Okres wymuszenia zewtiznego jest réwny2x/v, drgania podharmoniczne maj
okres Z i mog by¢ wyrazone przez kombinagjiniowa sinc i cos.

Unoszenie cestotliwosci

W uktadach wysipuja drgania samowzbudne, gdy nie dziala wymuszenie ze-
wnetrzne. Z chwig doprowadzenia okresowego wymuszenia zgrgnego, czstotli-
wos¢ drgai whasnych uktadu wpada w synchronizm zsttliwoicia generatora steray
cego w pewnym zakresie gstotliwosci. To zjawisko unoszenia egtotliwosci wys-
tepuje take wtedy, gdy stosunek dwodchesmtliwoici jest bliski liczbie catkowitej
(réznej od jednéci) lub utamkowi widciwemu. Przy tym warunku egtotliwos¢ drgan
wlasnych jest unoszona przezesiotliwos¢ bedaca catkowity wielokrotngcia badz
podwielokrotndcia czestotliwosci sterupcej. Charakterystyki amplitudowe diga
unoszonych otrzymuje esimetod, bilansu harmonicznych; do badania stakitmdaych
ukladow jest stosowane réwnanie Hilla — jako kriyter stabilndci. Obszary unoszenia
czestotliwosci, tzn. obszary, w ktérych pojawigpie rézne rodzaje drgaunoszonych,
jak i prawie okresowych,asposzukiwane przez zmiarmmplitudy i czstotliwosci wy-
muszenia zewgirznego.

Zjawisko to wystpuje wowczas, gdy wymuszenie zemane (sterujce) zostanie
doprowadzone do takiego uktadu, ktérego drganiabsdoe § typu samowzbudnego.
Waznym przypadkiem jest ukltad opisany réwnaniem Van Blela z czlonem dodat-
kowym okrélajacym wymuszenie okresowe. &totliwos¢ drgar samowzbudnych
wpada w synchronizm z egtotliwoscia wymuszenia zewgtrznego pod warunkienze
te dwie cazstotliwasci nie r&nia sie bardzo od siebie. deli ich r&nica jest dostatecznie
dwza, to mana oczekiwa pojawienia si drgax prawie okresowych; inaczej méwi
mog powstd@ drgania dudnieniowe. Natomiast unoszenigstliwosci moze wyshpié
wowczas, gdy stosunekestotliwosci wkasnej drga samowzbudnych do egtotliwosci
wymuszenia rowny jest w przybéniu liczbie catkowitej (rénej od jednéci) lub utam-
kowi. Przy tym warunku estotliwos¢ wlasna uktadu jest przeksztalcana westatli-
wosé, ktéra jest catkowit wielokrotngcia lub podwielokrotnécia czestotliwosci wy-
muszenia zewgirznego. Takie unoszenie nazywamy odpowiednio weriem nadhar-
monicznym i podharmonicznym. W przeciwswie do tych typéw unoszenia, zjawisko
synchronizacji bdziemy nazywé unoszeniem harmonicznynibfizuka namorore...
1990].
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Turbulencja

Turbulencja jest nagromadzeniem sispotzawodniczcych rytmow. Kiedy do uk-
tadu dostarczana jest energia, pojasvisig stopniowo nowe estdci, z ktorych kada
nie przystaje do ostatniej, jak gdyby struna skizgmdpowiadata na mocniejsze ppci
gniecie smyczkiem poprzez wibracje zesticia rezonansowa,zadzwiek przemienitby
sie w niezrozumia kakofonk. Tak mana zinterpretow@wyrastanie z wiru nieggto-
$Ci rezonansowe.
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APPLICATION OF HILL’S EQUATION TO INVESTIGATIONS
ON INDUCTIVE MOTOR OPERATIONAL STATES

Summary. There is presented a historical review of problemsnected with application of equa-
tion used in the sky mechanics, related to analysiglectromagnetic converters, with particular
consideration to resonance states. These statdixatepboth the favourable and unfavourable
phenomena from the viewpoint of driving system agien.

Key words: vibrations, resonance, driving system, inducthaor



